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Resumo 


Este trabalho tem como objetivo estudar os objetos geométricos intrínsecos 
à esfera, usando o conceito de geodésica e, através deste, aplicar os conceitos Eu- 
clideanos de ângulo, comprimento e área para: calcular distâncias entre pontos da 
esfera; definir triângulos esféricos; encontrar relações métricas nos triângulos esféricos 
que relacionem comprimentos dos lados e ângulos entre os lados; discutir se os casos 
de congruências de triângulos no plano também valem na esfera; e calcular a área dos 


triângulos esféricos. 
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Introdução 


Por motivos astrológicos, religiosos, agrícolas e outros, nossos antepassados 
tentaram entender o movimento dos corpos celestes (estrelas, planetas, sol e lua) no 
céu (abóboda celeste), o qual acreditavam ser esférico, como vemos nos antigos textos 


abaixo: 


“Sim, naturalmente vãos foram todos os homens que ignoraram a Deus e 

que partindo dos bens visíveis, não foram capazes de conhecer Aquele que 
é, nem, considerando as obras, de reconhecer o Artífice. Mas foi o fogo, 
ou o vento, ou o ar sutil, ou a abóboda estrelada, ou a água impetuo- 
sa, ou os luzeiros do céu, princípes do mundo, que eles consideraram 
como deuses!” 


Sabedoria de Salomão, capítulo 13 versículos 1 e 2 


E 


“Você, Rei Gelon, tem conhecimento que o “universo”é o nome dado 
pela maioria dos astrônomos para a esfera, o centro da qual é o centro 
da Terra, enquanto seu raio é igual a linha reta entre o centro do Sol 
e o centro da Terra. Isto é senso comum como você tem ouvido dos 
astrônomos.” 


Carta de Arquimedes para o Rei Gelon, cerca de 220 A.C. 


Eles usaram seus conhecimentos dos astros para se localizar quando nave- 
gavam longas distâncias e em tentativas para entender a forma da Terra, mas para 
isso precisavam compreender as relações entre as distâncias sobre esferas. Assim, a 
geometria esférica pode ser considerada a primeira geometria não-Euclideana, a qual 


se desenvolveu nos campos da navegação e da astronomia. 


[44 


será rapidamente visto quanto espaço há entre dois lugares na cir- 
cunferência de um grande círculo, o qual é desenhado através deles em 
volta da Terra. ... nós garantimos que foi demonstrado por matemáticos 
que a superfície da terra e água é em sua totalidade uma esfera, ... e 
que qualquer plano o qual passa pelo centro faz na sua superfície, isto é, 
na superfície da terra e no céu, grandes círculos, e que os ângulos dos 
planos, ângulos os quais estão no centro, cortam as circunferências dos 
círculos os quais eles interceptam proporcionalmente, ...” 


Claudius Ptolemaeus, Geographia (150 DC), Livro Um, capítulo II 


A pelo menos 2000 anos tem-se o conhecimento de que a Terra é (quase) uma 
esfera e que as distâncias mais curtas entre dois pontos na superfície do nosso planeta 
são segmentos de círculos máximos. Em Aristóteles podemos encontrar evidências que 
a geometria esférica era estudada até mesmo antes de Euclides, e este, no seu trabalho 
sobre astronomia, Phaenomena, discute proposições da geometria esférica. Menelau, 
um grego do primeiro século DC, publicou o livro Sphaerica, o qual contém muitos 
teoremas sobre triângulos esféricos e compara estes aos triângulos no plano. 

Até o século 19, a geometria esférica se desenvolveu quase que somente nos 
campos da navegação e da astrologia e foi utilizada por navegadores, por agrimensores 
e por Brahe e Kepler no estudo do movimento de estrelas e planetas. 

Neste trabalho alcançaremos alguns resultados da geometria esférica. Para 
isso, no capítulo 1 enunciaremos alguns conceitos e demonstraremos teoremas do cálculo, 
da álgebra linear e de análise; no capítulo 2 desenvolveremos as ferramentas básicas 
para estudar a esfera; no capítulo 3 calcularemos a distância entre dois pontos sobre 
uma esfera e definiremos triângulos esféricos; e no capítulo 4 veremos resultados equiva- 
lentes, na esfera, ao Teorema de Pitágoras, à lei dos senos, à lei dos cossenos, aos casos 


de congruência de triângulos e a área de triângulos esféricos. 


Capítulo 1 


Conceitos básicos 


Definição 1.1. Seja V um conjunto onde está definida uma operação +: V x V OV, 
+(x,y) = x +y e para cada número real À está definida uma operação à: V > V, 


Alx) = A.r. V é um espaço vetorial real se os seguintes axiomas são satisfeitos 
1. 14y-y- a para quaisquer x,y E V. 
2. (x+y) +z =x + (y+ z) para quaisquer x,y,z E€ V. 
3. Existe um elemento 0 E€ V tal que, para todo x EV, £x+0= 2. 


4. Para cada x E€ V eriste —x EV tal que xz + (—x) = 0. 


5. alx +y) =ax+a.y para todo a ER e quaisquer x,y € V. 


6. (a+ B)x = a.x + 8.x para quaisquera,BER exev. 


7. (a.8)x =a(b.x) para quaisquer a,B ER ex ev. 


8. 1.x = x para todo x E€ V. 


Da definição temos que R” munido com as operações de soma e multiplicação 


por escalar usuais é um espaço vetorial real. 


Definição 1.2. Uma função L de um espaço vetorial V em um espaço vetorial W é 


chamada transformação linear se para quaisquer u,v EV e a,b ER escalares 


L(a.u + 8.0) = a.L(u) + 8.L(v). (1.1) 


Notação. Seja A uma matriz, denotamos por a; a j-ésima coluna da matriz A e por 


e; O j-ésimo vetor da base canônica de R”. 


Teorema 1.1 (Teorema da representação matricial das transformações lin- 


eares). Se L é uma transformação linear de R” em R”, então existe uma matriz Amxn 


tal que 


L(x) = Az, VreR 


Demonstração 1.1. Para j = 1,2,...,n defina 


aj = (aij, d2j; sg) = L(e;). 


Seja 


Se 


£ = X1.e1 + T2.€2 + ... F Ln-En 


é um elemento arbitrário de R”, temos 


L = x1.L(e1) + z2.L(e2) + ... + £n-L(en) = 


= £1.01 + T2.02 +... F Tn.dn = 


Notação. Seja A uma matriz n x m. Denotamos por Må a matriz (n — 1) x (m — 1) 
formada pelos elementos da matriz A exceto aqueles na i-ésima linha e aqueles na 


j-ésima coluna. Omitiremos o sobrescrito "A" quando não houver perigo de confusão. 


Teorema 1.2. Se A é uma matriz n x n, então det( A") =det(A) 


Demonstração 1.2. Vamos demonstrar por indução em n. O resultado é válido para 
n = 1, já que uma matriz 1 x 1 é necessariamente simétrica. Suponha que o resultado é 
válido para todas as matrizes k x k e que A é uma matriz (k+1) x (k+1). Expandindo 


det(A) em relação à primeira linha, obtemos 
det(A) = andet(Mn) — arzdet(Mi2) +... + (Da det(Mi qu). 
Como as matrizes Mij são todas k x k, pela hipótese de indução temos que 
det(A) = andet(Miy) — aiodet( Mt) + ... + (ape de( Mig) = det( A). 


Definição 1.3. Seja Q C R? uma superfície de Rê. O plano tangenteapeN é o 


congunto 


TU = {v e RI: (—e, €) > U,y(0) = p e y(0) = v}. 


Denotamos por 7.2 o plano tangente a superfície Q no ponto x € Q. 
Seja y C Q uma curva, Q uma superfície e ù € 1,§2. Denotamos por dy,.u o vetor 


tangente a y, no ponto x, na direção de t. 


Definição 1.4. Sejam U C R” e V CR”, uma aplicação f: U — V é diferenciável 


se, para todo p E U eve T U, existe uma transformação linear dfp: TU —> Tip) V tal 


que para para todo € > 0 existe um ô > 0 tal que ||y — z|| < ő, y E V implica em 


IIF) — F(=) — dfz(y — x)|] < elly — zll. 


Seja f(£1,..., En) = (film, . --, En) ---, fm(£1,---,En)), na base canônica, 
temos 
df df of 
da Mo. 2h vi 
n ob df of. 
Nf = | Be Dm O | Bor v2 
dfp.v = Dou = . 
i oxi : É ar : ; 
i=1 . : : 5 
dím Əfm ... Əfm ü 
dx1 0x9 Otn Y 


Assim uma base para o subespaço gerado pela imagem de f é (54, ÈL, ec a). 


Teorema 1.3. Seja A C R” um aberto e f: A C R” >R”, com f = (fi, fo... . ; fm). 


Se cada uma das derivadas parciais Of;/0x; existe e é contínua em A, então f é 


diferenciável em A. 


Demonstração 1.3. Seja df, a matriz Jacobiano. Precisamos provar que, com x E A 


fixo, para todo e > 0 existe um ô > 0 tal que ly — x|| < ô, y E€ A implica em 


IIF) — f(2) — dfoly — x)|] < elly — zll. 


Para demonstrarmos isso basta provar para cada componente de f separadamente (pois, 


se isso ocorre em cada componente, basta escolhermos um do tal que, em cada compo- 


nente | fi(y) — filx) —dfiz(y—7)II < e/v/m.lly— al), assim || f(y) — f(x) — dfa(y -x)| < 


elly — ||). Desta forma podemos supor m = 1, assim 


Hu) — f(x) —f(yi . cn) | (Cuida 20, Yn) t f (£1, Y2,- -- Yn) 
— f (£1, £2, U3, . . . , Yn) + f (£1, US . . . , Un) = f(x, £2, T3, Y4,- . . , Yn) 


++ f (£1, .--, Tn-1, Un) — f (£1, , En). 


Como A é aberto podemos reduzir à para obtermos uma região convera. Portanto, pelo 


teorema do valor médio, temos 


o 
F(Y- Yn) — f (£1, y2, . . . , Yn) E Ss «es (gy — 11) 


para algum ui entre x, e yı. Podemos escrever expressões similares para os outros 
termos, o que nos dá 

of of 
f(y) — f(x) = 5 (ua, Y2 . . . ; Yn) (yi — 21) + Z (21, Uaya . - . , Un) (y2 — T2) 

021 021 


9 o 
+L (er, ra tt <- -3 Yn) (Y3 — z3) + + Llanas, -++ Un) (Yn — Tn). 


Como dfsly — 1) = X ÈL (as, . . . , Cn) (u — zi), usando a desigualdade triangular e o 


fato que ly; — x;| < Ily — x||, temos 


Ily — 2 


ð ð 
ORE S sqft — SE Centas) 


of 
Da 


(T1, . . . , Tn-1, Un) — —(T1, 12, . . . , tn) Fly — zll. 


Já que os termos ðf /Əx; são contínuos e u; está entre y; e xi, existe ô > 0 
tal que, o termo entre chaves é menor que e para ||y — x|| < ô, o que demonstra o 


teorema. 
E 


Definição 1.5. A aplicação f: U — V é um difeomorfismo se f: U > f(U) for 


bijetora, diferenciável e a aplicação inversa FI: f(U) — U for diferenciável. 


Teorema 1.4 (Teorema da função inversa (TFI)). Sejam A C R” aberto e f : 


A > R” derivável com derivada df contínua. Seja xo E A e suponha que df(xo) é 
invertível. Então existe uma vizinhança U C A aberta de xo e uma vizinhança aberta 
W de f(xo) tal que f(U) = W, a restrição de f para U é invertível e a inversa 
fiiW — U é derivável, com derivada contínua. Além disso, para y e W e x = 
f(y), temos 

df) = dfe). 


Se existem as primeiras p derivadas de f e são contínuas, p > 1, então existem as 


primeiras p derivadas de f"! e elas são contínuas. 


Demonstração 1.4. 4 demonstração deste pode ser encontrada em [2]. 


Definição 1.6. Sejam U C R”, V C R” e f: U — V uma aplicação diferenciável e 


pEU. 


1. Sen < m e posto(df,) = n dizemos que f é uma imersão em p. Se para todo 


p EU, f é uma imersão em p, então dizemos que f é uma imersão. 


2. Sen >m e posto(dfp) = m dizemos que f é uma submersão em p. Se f é uma 


submersão em p para todo p E U, então dizemos que f é uma submersão. 


Teorema 1.5 (Teorema da forma local das imersões). Sejam U C R? e V C R? 


abertos e f: U — V uma imersão. Então, existem abertosU'CU e W CRº,peU' 


e um difeomorfismo &: W — U" tal que a composição f op: W —V é dada por 
f o $(x1, £2) = (x1, £2, $(T1, £2)). (1.2) 


Demonstração 1.5. Seja 


f(x, £2) = (fi (21, £2), felm £2), f3(£1, £2)) 


então 
of dh 
Ox Oy 
= Of df 
df 2) dx Oy 
fa Of 
Ox Oy 


Como f é uma imersão, posto(df,) = 2, uma das seguintes matrizes é não singular 


oh df oh dh dfa dfa 
dx Oy dx Oy ou dx Oy 
db Of |) df df df df 
dx Oy ðx Oy dz  ðy 


Suponhamos que seja a primeira (analogo para os outros casos). Ao considerarmos 


a aplicação g: U — R?, definida como g(x1, £2) = (fi(xi, £2), fol(zi, £2)), concluímos 
que dgp é não singular. Portanto, pelo Teorema da função inversa, existem U’ C U 
vizinhança depeV' C V vizinhança de f(p), tais que g: U' > V' é um difeomorfismo. 
Sejad=g9g":V' > U'; ao denotarmos u = fi(x1,15), v = fa(x1,%3) e dilu,v) = 


fzo P(u,v) concluímos que 


fog: v’ =? U’ foB(u,v) = (u,v, di(u, v)). a 


Definição 1.7. Seja Q C R? uma superfície. Dizemos que uma curva y: [a,b] CR — 


Q liga p,q E Q se (a) = p e (b) = q ey é diferenciável em [a,b]. 


Definição 1.8. Sejam a,b E Rey: [a,b] > R$, y(t) = (x(t), y(t), 2(t)), uma curva 


que liga p,q e R? . O comprimento de q é: 


2 2 2 b 
Edo ak (5) SE (5) dt -f y< Y, Y >dt. (1.3) 


Definição 1.9. Definimos a distância d entre dois pontos p,q E€ Q C R? como : 


d(p, q) =inf(L(ya)| ya é uma curva que liga p e q). (1.4) 


Se existe uma curva À C Q que minimiza a distância entre dois pontos dizemos que A 


é uma geodésica. 


Definição 1.10. Seja Q CRº. Um difeomorfismo q: Q — Q é dito ser uma isometria 


díu, v) = d(ġ(u), ġ(v)). 


Teorema 1.6. Um difeomorfismo $: 0 > Q é uma isometria se e somente se 
< (dd)p-u, (do)p-v >=< u,v >. 


Demonstração 1.6. Suponha que < (do)p.u, (do)p. v >=< u,v >. Sejam A ty | Yk 
uma curva ligando p e q} e B=(By | Br uma curva ligando 9$(p) e ¢lq)}. 

Se yo a curva que minimiza a distância entre p e q, então Bo = 407% liga 
o(p) e dg) (pois é é um difeomorfismo, logo Bo é diferenciável; além disso Bola) = 
po yola) = Sp) e Bo(b) = $ o yo(b) = d(g)). Mas 


b b 
L(%o) - [ V < W: V sat = | y< (d6)-ow 10: (dot): >dt 
b 
al v a Bo, Bo >dt. = L( Bo). 


Assim inf(L(y)|y € A} > inf(L(6)|6 € B}. 


Se Bi a curva que minimiza a distância entre $(p) e (q), então yı = & lo 


liga p eq (pois 4! é um difeomorfismo, logo yı é diferenciável; além disso yıla) = 


10 


P! o pila) = 671 o oqla) =p e yb) = $71 o 81(b) = 67! o ġ o y(b) = q). Mas 


b b 
LB) = | VZAS = | < d aA >d 
b 
a y< iier de= Im). 


Assim inf{L(6)|8 € B} > inf(L(y)|y € A}. 
Portanto inf{L(y)|y € A} = inf{L(8)|8 e B}, então d(p, q) = d(¢(p), ¢(q)). 


Agora suponhamos que b é uma isometria. Então usando a métrica usual 


de R? temos 


d(p,q) = d($(p),¢(4)) > VI < (dd)p-u, (do)p-v > || = vil < u,v > || 
Então, usando que < v,v >> 0, temos 
< (dọ)p-u, (d)p. >=< u,v >. E 


Definição 1.11. O ângulo entre duas curvas yı e Y2 num ponto zo E Ny É o ângulo 


entre yi(£0) e Y2(zo) 


Figura 1.1: Intersecção entre duas curvas 
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Definição 1.12. A área de uma superfície K C R? com equação z = f(x,y), onde 


of ~ 7 Z 
(x,y) e D, ? al e g; São contínuas é 


- ff ET [88] + nara (1.5) 


Definição 1.13. Seja b: V — R, o suporte dep em V é o fecho do subconjunto de V 


no qual & é diferente de zero. 
Dizemos que $ tem suporte compacto se toda família A de conjuntos abertos 
que contém o suporte de q, admite uma família finita Ag C À tal que Ag contém o 


suporte de 4. 


Teorema 1.7. Sejam V C R”, 96: V > R contínua que tem suporte compacto, 


f: R” > R” diferenciável eU = f(V), então: 


foor JDE Jide = f o(o)dy (1.6) 


Demonstração 1.7. A demonstração pode ser encontrada em [2]. 
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Capítulo 2 


Resultados fundamentais 


2.1 A esfera 


Figura 2.1: A esfera 


Definição 2.1. 4 esfera de raio p, com centro na origem de 


2 3. Es 
55—- íve Rº ju) = p}. 


RË é o conjunto S? 


(2.1) 


Seja v € R?,v = (x,y,z), então |u| = 12 +y? +22, assim s? é o conjunto das 


soluções da equação r? + y? + 2? = p. 
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2.2 Sistemas de coordenadas na Esfera 


Quando definimos um sistema de coordenadas sobre uma superfície, pre- 


cisamos mostrar que existe um difeomorfismo entre este sistema de coordenadas e um 


aberto de 


R?, para que as definições de derivada e de integral usualmente utilizadas 


façam sentido. 


2.2.1 Coordenadas Cartesianas 


Sejam Bı = {w € Rºjw < p} a bola aberta e (B,,4:), com i = 1, ..., 6 o 


sistema de coordenadas locais definidas assim: 


bi: Bı > RË, ı(z, y) = (x,y, VP — 2? — y?); 
do: Bı > RË, da(x,y) = (x,y, =V P — 2º — 9º); 
Pa: Bi TÈ RË, da(y, z) = ( p? — y? — 23, y, 2); 
Qu: Bi TA Rê, baly, 2) = (— p? — y? — 23 y, 2); 
Ps: Bi => Rê, ds(y, 2) = (x, V p? so T? a 222); 
Pe: Bi =» Rê, de(y; 2) = (z, — p? sza g? no 22, 2) 


Figura 2.2: $1 é uma transformação da bola aberta em um hemisfério 


Segue que 


1. 57 = Us PB). 


14 


2. ġi: Bi — IM(Q;) é bijetora para todo i, de fato à; é sobrejetora pois toda função 
cujo contra-domínio é igual a sua imagem é sobrejetora, para mostrar que Q; é 


injetora vamos provar o caso $1, os outros são análogos. di(x,y) = di(x',y) > 
(x,y, V p? =grs y’) E Cu A pe Ses y?) = (x,y) = (my). 


3. $1 é um difeomorfismo entre B, e a sua imagem $1(B1). De fato 


1 0 
dolz, y) = 0 1 => posto(dpi(x,y)) =2 V(x,y) € Bi. 


E Y 
/p2—a2—y2 MV p2—a2—y2 
Portanto, pelo Teorema da forma local das imersőes, $1 é um difeomorfismo. 


Analogamente as outras aplicações $; também são difeomorfismos. 


4. Decorre do item anterior que as aplicações de transição Pij = d; o prs Bı > Bı 


são difeomorfismos. 


Dos items acima, temos difeomorfismos do plano em 55. Ao supormos gue 


p= (x,y,z) € $1(B1) uma base para o plano tangente à S2, em p, é B{e1, e2} onde 


e = bhi- e & = a pe o E—e E 
Vp2— r? — y? [P =r — 2 


2.2.2 Coordenadas Esféricas 


É habitual associarmos a cada ponto p de Rê uma tripla (x,y,z), onde x é 


a projeção de p sobre o eixo x, y é a projeção de p sobre o eixo y, e z é a projeção de p 
sobre o eixo z, que chamamos de coordenadas de p. Na definição de esfera associamos 
a cada ponto p as coordenadas (x,y,z), contudo é mais conveniente associarmos aos 
pontos da esfera uma tripla (p, 9, Y) definida assim: 

p é a distância de p à origem. 

9 é o ângulo, medido em radianos, entre a projeção de op sobre o plano-xy 
€ O eixo-x. 


2 A . . — . 
4 é o ângulo, medido em radianos, entre OD e o eixo-z. 
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Figura 2.3: Coordenadas esféricas 


O ângulo 0 é denominado longitude de p, e o ângulo y é denominado latitude 
de p. 
x = p.cos6.seny, y = p.senô.seny, z = p.cosy. (2.2) 


Assim definimos uma aplicação F: IR? — R, definida por 


F(p,0, 4%) = (p.cos6.seny, p.send.seny, p.cosy). (2.3) 


Observamos gue F nao é bijetora, pois 
F(0,9, 4) = (0,0,0), v(9,4) € [0,27] x [0,7]. 
F(p,0,4) = F(p,27, Y), para um dado pe Yy € [0,7]. 
F(p,0,0) = (0,0, p), e F(p,0,7) = (0,0, —p), para um dado p e Y0 € [0,27]. 


Teorema 2.1. Ao restringirmos F à F: (0, +20) x (0,27) x (0,7) — R? obtemos um 


difeomorfismo sobre Rê — ((x, 0, 2)lz > 0}. 


Demonstração 2.1. Vamos provar que 
F: (0, +00) x (0,27) x (0,7) —> R? — ((x,0,2)jz > 0) é injetora. 
De fato F(pi, 01, Y1) = F(p2, 02, 42) > 


(pi.cosb,.seniby, pi.senbi.senyn, pi.cosyn) = (pa.cosbo.sembs, po.senba.senio, pa.cosba) > 


1. pi.cosdi.seny = pa.cosdo. seno. 
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2. pi.senbi.senyr = pa.senbo.senio. 


3. picosyy = po.cosya. 


Elevando ao quadrado ambos os lados e somando as três equações temos: 

É =p > p = p2. Pois pi,p2 > 0. 

Da equação três temos: 

picos = pocosby > cosyy = cosy > Yı = by porque o cosseno é 
unicamente definido em (0,7). 

Das equações três temos: 

pr.cosdy.seniby = pa.cosbda.senibo > cosh, = cos 0» 

pi.senb,.senyy = po.senbdo.senibo = senh, = send 

Assim 01 = 05, pois (senb, cos0) é unicamente definido em (0,27). 


Portanto F é injetora. 


Os pontos de R? sobre o plano f(x,0,2)|z > 0) são da forma (p,0, Y) ou 
(p, 27,1), e os pontos que têm coordenada esférica Y = 0 ou 4 = 7 estão sobre este 
plano, e todos os outros podem ser descritos em coordenadas esféricas, assim F é 
sobrejetora. 

F(p, 0, 4) = (p.cos0.sentb, p.send.semb, p.cosy), do fato de como p é cons- 
tante na esfera e as funções seno e cosseno são diferenciáveis, temos que as derivadas 
parciais de F existem e são contínuas, portanto, pelo teorema 1.3 F é derivável e sua 


derivada é 
cos0.senb —p.senb.senb  p.cosb.cosy 


dr, = | senb.seny  p.cos0.senib — p.senb.cos 
cos Y 0 —p.semny 


Como F é bijetora, F7! existe. Mas 


x = p.cosd.seny, 
y = p.senô.seny, 


Zz = p.cosy, 
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portanto 


p— Va? by a 23, 
Y = arcos, 
p 
0 = arctg. 
z 


Mas estas estão definidas Rê — ((x,0,2)jz > 0}, e são deriváveis, com derivada 


contínua, neste domínio. Portanto, pelo teorema 1.3, Ft é derivável. 


Portanto F é um difeomorfismo. E 


Para qualquer p € R, a esfera S? é descrita por 


S? = {F (p,0, Y) € RºI(9,4) € [0, 27] x [0,7]). 


Se p = F(p,0,1)) € S? dizemos que as coordenadas esféricas de p induzidas por F são 
(9,4). 
Observemos que F, definida pela equação 2.3, depende da maneira como 


medimos o ângulo 6 em relação aos eixos ortogonais no plano xy e como medimos o 


ângulo 4 em relação ao eixo z. 


VA 


: L, é a metade de equador 
>. em azul na figura 
F é um difeomorfismo em 
2 
SL 


e 


y 


Tomamos 0 = 01 e 14 = pı como a maneira de medirmos os ângulos e assim 


definimos Fi 


F.(01, %1) = (p.cosd,.senyr, p.senb;.senr, p.cosb). (2.4) 
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Seja U = (0,27) x (0,7) e Lı = ((p.senbr,0,p.cosfn)O < vi < T}, temos que 
Fi: U —> S2 — L, é um difeomorfismo. 

Notemos que HF, não é suficiente para atribuir coordenadas à 53, pois F 
não atribui coordenadas aos pontos que pertencem a curva Lı. 

Para resolvermos este problema vamos construir um outro sistema de coor- 


denadas sobre S2. Neste, mediremos os ângulos 05 e Y como na figura abaixo: Assim, 


definimos F> como 


F2(02, Y2) = (p.cos02.semib2 , p.senbz.senpz, p.cosbo). (2.5) 


Seja Lə = {(—p.senpz, p.cos2,0)|JO < 42 < T}, temos que Fp: U > 58 — Lə é um 


difeomorfismo. 


L, é a metade de equador 
em azul na figura 


F é um difeomorfismo em 
2 
N Sr- Lo 


L, 


Note que Lı N Ls = 0, e como Lı = (F5(05,7/2),7/2 < 92 < 37/2}, 
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Lo = (F(0,,7/2),7/2< 01 < 37/2}, então temos 


F(U) U F(U) = S? 

Portanto, através de Fi e de F> associamos coordenadas a todos os pontos 
de SŻ. Porém, os pontos que pertencem a Fi(U) N Fẹ(U) possuem duas coordenadas, 
por exemplo ao ponto (4 7.0) associamos as coordenadas (r/4,0)1 e (5Tr/4,0)2 
pois, 

F.(r/4,0) = Fo(5m/4,0) = (5 550) ; 
v2 v2 

Esta aparente ambiguidade é resolvida com a aplicação de transição entre 
as coordenadas (01,41) e (02, Y2) dada pelo difeomorfismo fa, = FPo(F) 1: (U — A) — 
(U — A), onde A = [(0,7/2) e Ulr/2 < 9 < 37/2]. 


2.3 O comprimento de uma curva na esfera 


Seja y(x(t), y(t), z(t)) = (p.coso(t).senw(t), p.send(t).seny(t), p.cosblt)) 


uma curva sobre a esfera que liga p e q, e O(t), dt): [a,b] — R diferenciáveis. Para 


calcularmos o comprimento ”C” de y primeiro vamos calcular 


A —p.sen(9(t)).0'(t).sen(a(t)) + p.cos(9(t)) .cos(W(t) hw (t); 
4 = p.cos(6(t)).0'(t).sen(wW(t)) + p.sen(0(t)).cos(w(t))w (t); 
dz 
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(57 = see E. 


Assim : 


77 (5) (5) «= [ P2.sen2(0(0)).(0' (0) P.sen?((t)) + 

A A A 
+p2.cos?(0(t)).(9'(1))2.sem?(W(t)) + 2p2.sen(B(t)).cos(o(t)) sen (t)) cos(W(t)). DCE) ap (1) + 
+p°.sen?(0(t)).cos? (Y(t) ) (W (t))? + p2.sen?(W(t)).(W'(t))2dt = 

E v p-sen?(Y(t)).(0'(t))?.(sen?(0(t)) + cos?(9(t)))+ 

+p2.cos(b(t)) .(wr(t))2.(sen2(o(t)) + co? (00) + p2.sen?(A(t)) (WC)? = 

n v P.sen?(Y(t)).(0'(t))? + (4 (t))?.(sen?(Y(t)) + cos?(Y(t)))dt = 


? 1 VE O OO E (Dae (2.6) 


2.4 A área de uma região Q C s? 


2 Oz = Oz — E 
Como Q C Si temos 5% VA eg E Pela definição de 
área 
2 2 
A(O) = IJ ES z + 1 dy dz, 
a (92 — 12 — jà [2 — r? — y? 
portanto 


p2 
= ie a q ue 


Vamos fazer uma mudança de coordenadas cartesianas para coordenadas 


esféricas. Pela equação 2.2 temos que 


x = p.cosd.seny e y = p.senb.seny 


Assim, uma função f: R? — R? aonde f(x,y) = f(g(0, Y), h(0,4)). Pela 


equação 1.6 precisaremos encontrar o jacobiano de f para fazer a mudança de coorde- 
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nadas 


alx, y) p.cos0.cosw —p.senb.seny 
olp, 0) p.send.cosy  p.cos0.seny 
Assim 
o 
y = p?.cos?0.senb.cosb + p°.sen?h.senp.cosy = p?.semp.cosy, 


portanto, pela equação 1.6 


p? ; 
A(O) = | 
(9) JI J> — p2.cos20.sen%yp — p2.sen20.sen%y pé seny.cosydy d 


2 
= |, E pP seny.cosydy do 


z / I (= P2semb.cospdry d 
a 1 I uon. 


2.5 Transformações ortogonais de R’ 


2.5.1 Transformações ortogonais de R? 


R2 


Definição 2.2. Seja 5 = {e1, e2} uma base ortonormal de 


1. A rotação de ângulo 0 sobre 


R? — 


R? que realiza 


R? é a transformação linear Ro: 


a rotação de ângulo O sobre cada vetor de 


base B é 


cos6 


[Rale = 


senl 


2. Uma reflexão sobre o eixo x é uma transformação linear ry: 


tada na base B pela matriz 


rala = 


22 


R2. Desta maneira, a matriz de Rg na 


—sen? 
(2.7) 


cos 


R2, represen- 


Analogamente uma reflexão sobre o eixo y é representada pela matriz 


—1 0 5 
Ira] = = TrOTy = "yr = I. (2.9) 
0 1 
As reflexões sobre as retas x = y ex = —y são representadas, respectivamente, 
pelas seguintes matrizes 
01 0 — 
e 
10 -1 0 


Definição 2.3. O grupo ortogonal é o conjunto 


O, = (A E MAR [Aa = atási 


munido com a operação de multiplicação de matrizes. 
Proposição 2.1. O grupo Oz é gerado por reflexões e rotações. 


Demonstração 2.1 


Seja A € Os a matriz 


ab 
A= ; 
c d 
como A!.A = I temos 
a +b —1, (2.10) 
ac + bd = 0, (2.11) 
e +P =l. (2.12) 
A equação 2.11 implica que ac = —bd. Vamos considerar os seguintes casos: 
1. c = 0; então d = 1 ou d = —1. Em ambos os casos b = 0, de onde a = 1 ou 
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a — —1. Portanto A será igual a uma das seguintes matrizes 


10 -1 0 —1 0 1 0 
RR A Gs sa o 1) 0 —1 
2. d = 0; então c = 1 ou c = —1. Em ambos os casos a = 0, de onde b = 1 ou 
b = —1. Portanto A será igual a uma das seguintes matrizes 
01 0 —1 0 —1 0 1 
N S UM a T E =.) 


3. a = 0 ou b = 0. Estes casos resultam nas mesmas matrizes obtidas nos iténs 


anteriores. 


4. a A 0 eb - 0; então c = d o gue, substituído na eguacao 2.11, resulta em 


|d| = |a|. Conseguentemente há duas possibilidades: 


d=-a>c=-boud=-a>c=-h. 


Neste caso temos que 


a b a b 
A= ou A = 
—b a b —a 
Seja 0 € R tal que a = cos e b = —senő, então as equações são satisfeitas. O 


ângulo 0 sempre existe porque as funções seno e cosseno são contínuas. Assim 


temos que 
cos —senb 
A — ou 
send cos? 


cost senb cosh —senb 1 0 


send —cosb send cos 0 —1 


Portanto A é uma matriz de rotação Rg ou é o produto de uma rotação seguida por uma 


reflexão. E 


24 


2.5.2 Transformações ortogonais de R? 


As transformações lineares T: Rê — R? que preservam o comprimento 


satisfazem a identidade 


< T(u) T(v) >=< u,v > Vu, v € RÈ. 


Assim, se A = [7]a é a matriz representando T na base Ő, então 


< A.u, Av >=< T (u), T (v) >=< u,v >> ut. At. Av = utv > AA =I. 


Definição 2.4. O grupo ortogonal é o conjunto das matrizes 


Q= [Ae MRA AAS: 


Para todo A € O; a transformação A: Ré — RÌ, A(x) = A.x induz um 


difeomorfismo A: SZ — 92, pois, para todo p € 92 


|A(ob)| = V< A.op, A.ob > = y< b,b > =p => Alp) ES. 


De fato, o difeomorfismo A: 52 — S2 é uma isometria de S uma vez que 


— tim 4P) + Au) — Alp) 


h>0 h h>0 h Au), 


para todo p € S? e u € Tp S2: de onde 


< dAp.u,dApv >=< u,v >. 


Sendo assim as transformações induzidas pelas matrizes 4 € 03 são todas 


isometrias em 55. Em decorréncia do observado, as isometrias mais simples de 095 


são as rotações em torno de um eixo fixo e as reflexões sobre planos que passam pela 


origem. 
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Definição 2.5. Sejam 7 um plano em IR? e 8 = fer,e2,e3+ uma base ortonormal de 


R$, onde {e1,€2} é uma base de 7. 


1. A rotação de ângulo O sobre 7 é a transformação linear R$: R? — R? que fixa a 
direção ortogonal à T e realiza uma rotação de ângulo O sobre o plano 7. Desta 


maneira, a matriz de R$ na base B é 


cosh —send 0 
[Role = | send cos9 O |. (2.14) 
0 0 1 


2. Uma reflexão sobre o plano x é uma transformação linear rz: IR? — IR?, repre- 


sentada na base B, é representada pela matriz 


10 0 
rle=[01 0 |>mom="=1. (2.15) 
0 0 —1 


Note que det( A.A!) = det( A).det( A") = det(1), mas det(A) = det( A") então 
det(A)? = 1 e det( At)? = 1, então, para qualquer A € Os, observamos que |det(A)| = 1, 


ou seja, det(A) = 1 ou det(A) = —1. As transformações lineares ortogonais de IR? com 


determinante igual a 1 formam o grupo ortogonal especial 


SOs = {A € Osldet(A) = 1}. 


Os elementos g € 503 preservam a orientação. 
Em vista da rigidez das isometrias, os autovalores de uma transformação 


ortogonal são 1 ou -1, pois, se u £ 0 e tu = A.u, então 


< Tu, Tu >=<uu> > (X -Du =08jj=1. 


Proposição 2.2. Seja T uma transformação ortogonal de R?, então: 


1. Toda transformação T € O; fiza um direção em R?. 
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PAS) 


2. Para todo T € O; existe uma base ortonormal B = (e1, e2, ezt e um ângulo 0 E 


tal que a matriz A de T na base 8 é dada por A = [Rg] ou por A = [r] o [RG]. 


No primeiro caso det(T) = 1 e no segundo caso det(T) = —1. 


Demonstração 2.2. O polinômio característico de T é da forma 


pr(A) = AX +a A HDA d 


e as suas raízes reais são 1 ou -1, mas um polinômio de grau 3 com coeficientes reais 


sempre tem uma raiz real, de onde concluímos que T fixa uma direção. 


1. Suponha que pr(A) possui uma raiz igual a 1; neste caso 


pr(A) = (A— D(A? + a) +b). 


Seja e; o autovetor unitário correspondente ao auto-valor À = 1 eV € R? o 
subespaço ortogonal a reta l determinada por es. Do fato que T preserva a 


ortogonalidade entre subespaços ortogonais, segue que V é invariante por T e 


R? = VG <e>. 


Seja {e1,€2} uma base de V e R = T|v: V > V. Então, em relação a base 


e1,€2,€3, a matriz de T é da forma 


, onde R: V —> V satisfaz R'R = RR! = I. 


Como V ~ R?, pela da proposição 2.1, temos que existe 0 € R tal que ou R = Ro 


ou R = Rọ.rz. No primeiro caso, Rg não possui auto-valores reais uma vez que 


trata-se de uma rotação, por isso 


No segundo caso, R é uma reflexão em V e fixa uma direção e inverte outra 
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direção em V, isto é, os auto-valores são precisamente -1 e 1. Neste caso, 


1 0 0 
pr(à)=(A-1PA+1)eA=]| 0 —10 


0 0 1 


2. Os argumentos são análogos para o caso quando 


pr(A) = (ASIA + aà +b). 


Assim, toda transformação ortogonal em R? é uma rotação ou uma reflexão 


seguida de uma rotação. 
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Capítulo 3 


Distância e Area 


3.1 Geodésicas de S 


Lembremos da definição de geodésica dada no capítulo 1. 


Definição 3.1. Dados dois pontos p e q, e uma superfície S dizemos que Q é uma 


geodésica de S se Q é a curva sobre S que liga os dois pontos e tem menor comprimento. 


Figura 3.1: Uma superfície S e algumas das curvas sobre S que ligam a,b € S 


Seja y(æ(t), y(t), z(t)) = (p.coso(t).senw(t), p.send(t).seny(t), p.cosy(t)) 


uma curva sobre a esfera que liga p e q, e O(t), At): [a,b] — R diferenciáveis. Da 


equação 2.6 do Capítulo 2 temos 


L(y) = of vsen?(W(t)).(0'(1))? + E) dt. 
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t <b < 7, a curva parametrizada 


Seja q(t) = (p.sen(W(t)), 0, p.cos(Y(t))), 


que descreve o segmento do equador Mo = S? nt 


p = (0,0, p) ao ponto q = (p.sen(m(b)), 0, p.cos(W(b) 


< 
(x,0,2)|x,z € R} ligando o ponto 
) 


), então o comprimento de 9 é 


b b 
= 2dt — 7 
o f VWdt o f Iy dt. (3.1) 


Lg 


Kt 


Lema 3.1. Sejam p,q E Mo = 55 N {(x,0,z)|x,z e R}. A geodésica ligando p à q 


descreve um segmento de Mo. 


Demonstração. Seja 5: [0, b] — S? uma curva que liga p e q, então 


HE f VP sendo) + (Pat > f wldt = L(a) 


onde y C Mo é o segmento de equador que liga p à q. Assim, y minimiza a distância 


entre p e q. 
É E 
(Pe (p.sen(Y(b)),0,p.cos(W (b))) 


Figura 3.2: O segmento de equador Mo 


Consideremos p,q E 59 e Tpq O plano gerado pelos vetores op e og. Desta 
forma, p e q determinam um único grande círculo Cpg = Tpa N S? e o dividem em dois 
: 1 2 1 o 
tais que co U Chg = Cpa € Cpg N Cpg — P, q, como na figura 3.3. 


1 2 
segmentos Cpg € Coy» 
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Figura 3.3: Um equador dividido em dois segmentos 


Teorema 3.1. Sejam p,q E 55, então existe uma única geodésica em 58 ligando p e q. 


A geodésica é o segmento que minimiza o comprimento dentre os segmentos E e E 


Demonstração 3.1. Sejam p,q E S? dois pontos quaisquer. Seja T: Si — S? 
uma transformação ortogonal (rotação ou reflexão) tal que T(p) = (0,0,0) e T(g) = 
(p.sen(1b(b)),0, p.cos(b(b))). Ao aplicarmos o lema anterior concluímos que um seg- 
mento Mo minimiza a distância entre T(p) e T(q). Portanto, a distância de p à q é 
realizada por um segmento sobre a curva T7!(M9), que também é um segmento de um 


grande círculo. 


3.2 O ângulo entre dois vetores em bs 


A determinação da distância entre dois pontos (dois lugares) sobre S2 (S8400; 
ou a Terra) era uma questão fundamental para os navegadores e cartógrafos antigos. 
Com a utilização de coordenadas esféricas sobre S? esta questão torna-se um tanto 


simples. Nesta seção os ângulos serão dados em radianos. Sejam 


pı = (p.cos(01) sen(wyn), p.sen(01) sen(Wn), cos(11) ) , 
qı = (p.cos(05)sen(1s), p.sen(02)sen(12) , cos(12) ) 


(3.2) 
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pontos de 


R? e seja a o ângulo, em radianos, entre os vetores u = op; e v = op», então 
a distância entre pı € 58 ep € 58 é 


ds2(p1, P2) = p.a. (3.3) 


Para determinar a vamos formar um triângulo com os vetores u e v, como 
na figura abaixo. 


y 


Figura 3.4: Triângulo formado por u ev 


Então, pela lei dos cossenos 


Hull? + [lel]? — Ilu — vll? 
Ia — vll? = [jul]? + vl? — 2-llul].Ilv||.cosa > cosa = | A = 
2.)ul) o] 
cut tust voos (ut — 2.u1.vi +ou +us— 2u2.02 +05 + us — 2.u3.v3 + 03) 
2.) o] 
o WU + U2.V2 + U3. U3 o <u> 
Hello! Hull. lpo] 
Temos interesse particular na esfera, onde |jul|= |jull = p 
< > 
cosa = 2a (3.4) 
p 


Portanto 


(< u,v 7) 
arcos | —— |) = 
p 


e (arcos p2.cos0,.cosba.seny sena» + p2.senb,.sendo.senam senao + peon eos) 


Q 
I 


P 
= arcos(cos(0, — 02).sen (Y1 ).sen(Yz) + cos(11).cos(o)). 
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Considerando AZ = 02 — 01, Ab = Y2 — Yı e 1—cosAg = 2.sen” (52) temos 


a = arcos(cosAD.semb,.seniy + cosby.cosba + cosAD.cosyn.cosba — cosAD.cosyn.cosy») 


= arcos(cosAB.cos(1b, — pı) + (1 — cosAD) .cosby.cosyy = 


= arcos(cosAO.cosAy + 2.sen? (5) .cosp costs). 


Portanto 


ds2(p1, p2) = p.arcos(cosAB.cosAvy + 2.sen? (5) .cosp cosy). (3.5) 


Mas como rotações e translações são isometrias, podemos realizar uma 
rotação sobre s? de modo que pı fique sobre o plano-xz, neste caso Yı = 7/2, as- 


sim existem A0’ e Ay” tais que a distância entre pı e p2 é 
ds2(p1, p2) = p-arcos(cosA0'.cosAy'). (3.6) 


Exemplo 3.1. Suponha que a Terra seja uma esfera de raio 6400km. Qual a distância 


entre Florianópolis e Nova York? 


Solução: Segundo o Google Earth?™, as coordenadas, em termos da lon- 
gitude e da latitude, de Florianópolis são (27º36/5,48º30'W) e as de Nova York são 
(40º42/N,73º58'W), assim: 


pı = 90º + 27º36' = 117736" = 2,052 radianos; 
ba = 90º — 40742" = 49º18' ~ 0,860 radianos; 
A0 = 48930" — 73º58' = —25º28' s —0, 444 radianos; 


Ay = 117º36' — 49718" = 68º18' = 1, 192 radianos. 
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NS Google 


Figura 3.5: O segmento de Equador ligando Florianópolis e Nova York 
Considerando que o raio da terra mede 6400km, temos: 


d = 6400.arcos(cos(—0, 444) .cos(1, 192) + 2.sen?(—0, 222).cos(2, 052) .cos(0, 860)) km 
d = 6400.1,261km = 8071, 72km. 


Exemplo 3.2. Suponha que a terra seja uma esfera de raio 6400km. Qual a distância 


entre Tokio e Nova Delhi? 


Solução: Segundo o Google Earth!M, as coordenadas, em termos da longi- 


tude e da latitude, de Tokio são (35741 N, 139º48' E) e as de Nova Delhi são (28º40'N, 77712 E), 
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e Google 


Figura 3.6: O segmento de Equador ligando Tokio e Nova Delhi 


assim: 
pı = 90º — 35741 = 54°19 = 0,948 radianos; 
ba = 90º — 28740" = 61720" = 1,070 radianos; 
A0 = 139º48' — 77712 = 62º36' = 1,092 radianos; 


Ay = 54°19 — 617207 = —7º01" ~ 0,123 radianos. 


Considerando que o raio da terra mede 6400km, temos: 
d = 6400.arcos(cos(1, 092).cos(0, 123) + 2.sen?(0, 546).cos(0, 948) .cos(1, 070) )km 


d = 6400.0, 917km = 5868, 59km. 
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3.3 Triângulos 


Definição 3.2. Se três pontos, A, Be C, sobre 95 não estão sobre um mesmo 
grande círculo temos que A, B e C definem uma região convera em 59 limitada 
pelas geodésicas yag (ligando A e B), yac (ligando A e C) eypc (ligando B e C). 


Chamamos esta região de triângulo esférico, com vértices A, B e C. 


Z 


Figura 3.7: Um triângulo esférico 


Note que cada um dos ângulos internos do triângulo esférico são sempre 
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menores que 7, e que se "a? é um lado do triângulo, então O < A <T. 


3.3.1 Área de um gomo esférico 


Definição 3.3. Duas geodésicas n C 58 ec C E que ligam pontos antípodas p = 
(x,y,z) e q = (-2,—y,—2z) definem uma região convexa, que chamamos de gomo 


esférico. 


Em p e q, os vetores tangentes às geodésicas formam um ângulo a denomi- 
nado ângulo do gomo. Note que este ângulo é o mesmo nas duas interseções entre os 
equadores porque cada equador está contido em um plano, os vetores tangentes aos 
equadores estão nas interseções dos planos que contém os equadores com os planos tan- 
gentes a circunferência em p e q e os planos tangentes a pontos antípodas são paralelos 


e assim o ângulo é o mesmo nas duas interseções das geodésicas. 
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Um gomo Gs com ângulo a é equivalente por uma isometria de Sia 


Ga = t(p.cosd.senib, p.send.senb, p.cosb)J)<0<a, O<y<T) 


conforme mostra a figura abaixo. 


Figura 3.8: Um gomo esférico 


Teorema 3.2. A área de um gomo com ângulo interno a é igual a 2p2.a. 


Demonstração 3.2. Utilizando coordenadas esféricas, temos que 


a= f l p.sempdý.do = | 29º (—cosyw) do = 2pº.0. 
o Jo 0 


Em particular quando a = 27 obtemos a área de S? que é 4T p2. 
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Capítulo 4 


Geometria da esfera 


4.1 Trigonometria esférica 


Z 


Figura 4.1: Um triângulo esférico retângulo 


Teorema 4.1 (Teorema de Pitágoras esférico). Seja AABC um triângulo esférico 
sobre Sá com um ângulo reto no vértice A e o lado oposto medindo a. Se os compri- 


mentos dos lados opostos aos vértices B e C medem b e c, respectivamente, então 
cos(a/p) = cos(b/p).cos(c/p). (4.1) 
Demonstração 4.1. Como as rotações são isometrias podemos assumir, sem perda 
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de generalidade, que o lado AB está sobre o equador Yy = 7/2. Sejam X,Y E S? 


e 0 o ângulo entre OX e OY ezo comprimento do arco que liga X e Y, então 


z = 0.p = 0 = z/p e temos 


Figura 4.2: Triângulo esférico retângulo em A 


A= (p,0,0), B = (p.cos(c/p), 0, p.sen(c/p)), © = (cos(b/p), sen(b/p), 0). 


Então pela equação 3.6 
cos(a/p) =< OB, OC >= cos(b/p).cos(c/p). 
E 
Voltando para o plano. Vamos mostrar que, no limite, quando o raio da esfera vai 


para o infinito, voltamos ao caso euclideano a? = b? + c2. 


Demonstração. Se expandirmos o cosseno pela série de Taylor, com x, = 0 temos 


Assim: 
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alp)? a/ 0)! b/p)? b/p) c/o)? c/p)" 
tr E (1 COCA) (1 E eR.) 
po (ato) (a/p)" teto? do lo, (bo. 

2! 4! NS RE RA het 

(o (bo). teto, teor, 

+ (- 21 4l Pe) (- 21 4] +.) 
a? at / 2 c2 ct/ 2 b2 bt/ 2 
=T i ca a a m n i m Eren 

If (do (do. teto (elo: 

A (UP, ÜL SZEM (Lelo, ELER 5 


Desta maneira, aplicando o limite, guando o raio da esfera vai para o infinito: 


EE seen ESA és 
A (LÊ pI, (Le, ed, 


i a? E. 1 fa”. = e bp káli Ee a 
pao “a 26580 11 METIE =. TR pen 4! ERRA t 11 TE aga de 


(of (bo. E , (e/p) 
j 4! sos 21 j sob 


Mas, pelo teste da razão, uma série com termo geral da forma k/2n! é convergente. De 
fato 
k 2n! 1 


a a inGO 


Como esta série é maior, em módulo, para p > 1, que a série com termo geral k/(p".2n!) 
ambas convergem. Portanto existem constantes M,N,O, P e Q que majoram as séries 


entre colchetes da equação 4.2, assim, ao tomarmos o limite quando p — oo, temos 


2 2 2 
a b c 5 NE 
2 2 2 a TC; 

gue é o Teorema de Pitágoras no plano. E 
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Teorema 4.2 (Lei dos cossenos na esfera). Seja AABC um triângulo esférico 
sobre S: com ângulos internos medindo a, B ey e cujos lados opostos medem, respec- 


tivamente, a, b e c como na figura 4.3. 


Z 
/ IN bS 
C B BN N 
[ § 
AA a 
§ b d e 
> o 


Figura 4.3: Triângulo esférico de lados a, b e c 


Então 
cosa — cost.coss cos — COSÉ COST 
COSA = ————— 1—— Ma megsz 
b c a b 
sen 5.senő sen 5.sen 
P j A (4.3) 
cos? — cost.cos< 
p p p 


cos = E z 
senS.sent 
nad 


Demonstração 4.2. Sem perda de generalidade, suponhamos que 


A= (p,0,0), B=(p.cosdp.senyp,p.sendp.senyp,cosbp), C = (p.cosbc, p.sende,0), 


como na figura 4.4. Assim: 


a LOB OC > 


cos — E = cos(c — 0p).senyp; (4.4) 
b <0A,0C 
ER 5 pe cosdo; (4.5) 
p p 
04,0B 
cos” a A E as cos p.senbp. (4.6) 
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Figura 4.4: Triângulo esférico com o lado AC sobre o plano xy 


De onde segue que 


iene cos“bp + sen? (0. — 0,).sen?bp, 
p 


c 
sen- = V cos?Ypg + sen20p.sen?bp, 
p 
e como 0 < łc <T e o seno é unicamente definido neste intervalo 


b 
eo = sendo. (4.7) 


Se os planos TAC, TAB e TBC contém os lados do triângulo esférico, então 
para determinarmos os ângulos entre os lados, basta determinarmos os ângulos entre 


os vetores normais a estes planos, vetores estes: 


Bi OA x OB _ (0, -cosys, sendp.senbs) . 
a OA x OB „/cos?YpB + sen20p sente. 
Ed ae OB x OC _ (-cosyp.sendo, cosyp.cosdc, sen(dc — 0B).sembB). 
Es OB x OC cos2bp + sen?(0c — 0p).sen?yp 
OA x OB 
ITTEN EE 
aa a 0) 
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Assim: 


senbp.sen senbp.senbp 
cosa =< NAB, NAC >= E or o = fe (4.8) 
/cos2yp + sen20p.sen?bp sen? 
z ' sen(dc — 06).senbp sen(dc — 06).senbp 
COSY =< NAC, NBC 2 = = . 
V'cos2yp + sen? (bo — 06).sen?yp sena 


(4.9) 


Por outro lado, das equações 4.4, 4.5 e 4.6 


a b c b 
cos— = cosdc.cos0p.senbp + sendc.sendp.senbp = cos—.cos— + sen—.senbp.senbp 
p 


e 
sen(dc — 06).senbp = senbc.cosbp.senbp — cosdc.senbp.senyp 
b c 
= sen-.cos— — cos— .senbp.senbp, 
pp p 
assim 7 
cos% — c057.C057 
senh. senp = E (4.10) 
sen? 
p 
e 
b c b cos% — gos cos" 
sen(dc — 06).senbp = sen-.cos— — cos—. 7 
p p p sena, 
coss — cos5.cos 
= 5 À (4.11) 


sen- 
p 


Ao substituirmos as equações 4.10 e 4.11 nas equações 4.8 e 4.9 temos as seguintes 


identidades 


cos — cos+.cos$ coss — cos$.cos* 

cosa = 5 E e cosy = = 7 : 
sen?.sent sent.sen? 
p P p p 


Analogamente a identidade para cosB é obtida a partir da situação na qual os vértices 
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do triângulo AABC são 


(p, 0, 0) 


A E 
B = (p.cos0g, p.sen0g, 0) 
C fm 


(p.cosdo.senbe, p.sendo.senbo, p.cosbo). 


Neste caso obtemos 


cos? — cost.cos& 
p p p 


cosB = - E 
sent.sens 
p p 


Voltando para o plano. Vamos mostrar gue, no limite, guando o raio da esfera vai 
para o infinito, voltamos ao caso euclideano a? = b? + c? — 2.b.c.cosa. 


Demonstração. Se expandirmos o seno e o cosseno pela série de Taylor, com xo = 0 


temos 


ád do ő 
cos(x) = 1 — tao a 

RD ADE 
sen(x) = x — És 


Assim, pela lei dos cossenos na esfera temos 


res CDE a E echo Da (1- (b/p)2 4 b/t +) (1- CD O 3 +) 
= oo a ao toa a 7 2 
ERT (: (bjo) 4 ) (< (elo y ) 
p 3! “Ap 3! 
2 c 2 
1-3(&+ )-1+3 Epas D: a ea) + K G + ) 
be b cê 1 /b 
a e a 
-++i eg lme etit otite) (Re) Git) 
p ! p 
be+ 2 (—§ 4 E(t) 


(4.12) 


Mas, pelo teste da razão, uma série com termo geral da forma k/2n! é 
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convergente. De fato 


k 2n! 1 0 d 
ee EE > 00. 
n+) k  Qn+DEn+D) + MDS 


Como esta série é maior, em moódulo, para p > 1, que a série com termo 
geral k/(pº".2n!), ambas convergem. Portanto existem constantes M, N,O, P,Q, Re S 
que majoram as séries entre parenteses na equação 4.12. Assim, ao tomarmos o limite 
quando p — œ em ambos os lados (note que o ângulo a pode mudar se mantivermos 


o comprimento dos três lados fixos), temos: 


S nro a He ração o be 
cosa! = —— 2 2 > be.cosa! = —— + — + — > a? = b’ + e —2be.cosd 
be 2 2 2 
que é a lei dos cossenos no plano. E 


Colorolário 4.1 (Corolário da lei dos cossenos). Seja A ABC um triângulo esférico 
sobre 057 sejam a, b e c o comprimento dos lados e sejam a, B e y as medidas dos 


ângulos internos opostos a cada lado, respectivamente (como na figura 4.3). Então: 


a cosa -+cosf.cosy 
cos— = ——— 
p senbB.seny 


b cosp + cosa.cosy 


cos— = 
sena.seny 
c cosy-+cosa.cosf 
cos- = ———— — 
p sena.senb 


Demonstração do Corolário 4.1. Para esta demonstração precisaremos de um 


lema. 


Lema 4.1. - Sejam x,y,z E R tais que x? < 1, y2 < 1 ez? <1 e sejam: 


= TEA AT; 
b= ja apo (4.13) 
ENE VN ? 


C= 
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Então: 


a-+-be 7 
Bro TEEN 
Y = TA ana! (4.14) 
z= c+ab 


(1—a2)1/2.(1—b2)1/2 $ 


Demonstração do Lema 4.1. Seja M = 2xyz — x? — y? — z2? + 1, então 


peL DE ane o ze eE] _ ayz — xz? — y? — z? +1 z -M 
1 — 421 — 2) 1 —v91 — 2) Ez]; 


Analogamente segue que 


M -M 
1— b? = 1— c = 
1=2)0-2). * “Cd -y) 
Por outro lado 
NEE PN CE sm ER nn nie 


(1 = y2)1/2.(1— 22912 (1— x2)91/2.(1 — 22912" (1 — 32)1/2.(1 — gy 


«DER Suede Psy Deva Alfama -— y’ -— z’) 


10 -PJZA AA 1-0 NEN]? 
pe PA M? 
UU O TT 
portanto 
a + be = g(1+2ryz-— z’? — y? — = yya — 222 = Mrz 
IIS À (PE EM “M 


De maneira análoga obtemos as outras equações. 


Observe que pela lei dos cossenos 


cos? — cost.cos£ cos% — cos? 
p p p p 


cosa — = E 


b c 
seng Seny TS cos22. 1 — cos? £ 
p p 


e que cost e cos? são diferentes de 1 e de —1 pois, num triângulo esférico o ângulo 


cos£ 
p 


0 = > correspondente a um dos lados deve ser diferente de O (caso isso ocorresse 


teríamos dois dos vértices do triângulo no mesmo ponto e um único grande círculo 
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conteria os três vértices do triângulo, o que é absurdo) e também diferente de m (caso 


isso ocorrece teríamos um equador contendo os três vértices do triângulo, o que é 


absurdo). Assim a lei dos cossenos satisfaz as hipóteses do Lema e portanto: 


cosa + cosB.cosy 
senB.seny 


cosb + cosa.cosy 
sena.seny 


cosy + cosa.cos B 


sena.senh 


Teorema 4.3 (Lei dos senos esférica). Seja AABC um triângulo esférico sobre 


S2, sejam a, beco comprimento dos lados e sejam a, B e y as medidas dos ângulos 


internos opostos a cada lado, respectivamente (como na figura 4.3), então 


sena send seny 


sent 
p 


sen? sent 
p p 


Demonstração 4.3. Pela lei dos cossenos temos: 


2 
a 2 cos 5 — c0s5.c05$ 
senfa = 1 — cosfa = 1 — 7 z ; 
sen2.sen£ 
p p 
sen2? .sen2£ — cos? 2 + 2cosE.cost.cos£ — cos? ?.cos? e 
< p p p REC A p p . 
sen22 sen?2£ 
p p 
(1 — cos? t?) (1 — cos? £) — cos? t + 2cos£.cost.cos£ — cos? 
p p p E CER p 


b 
D 


cos? £ 
P. 


2b _ 


1 — cos? 2 — cos 
p p 


sen? > .sen2 


analogamente 


cos 


= costs — cos 


sen2? sen2£ 
p p 


2c b 


| 2cosT.cosm. 
C 


p 


2b — 
p 


cos £ 
p 


b) 


cost + 2cost.cos 


b 
a 


cos < 
P 


sen’ B = 


sen? t .sen2£ 
p p 
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7 


(4.15) 


e 
1 — cos22 — cos2? — cos? £ + 2cost.cos?.cos? 
p p p Pp Mep 


2 
sen y = , 
sen? tsen??? 
p P 
portanto 
sen?a — 1— cos? — cos? ? — cos? £ + 2cos2.cos?.cosE sen?B sen? 
a p p p p SI Ez £ 2 É 
sen: sen2£ sen?º sen? sen?! — sen2£ 
p p p p P P, 
Então 
sena sen seny 
Gal = b | c 
sent 2 sen: 
A senz E 


mas com0<a<m,0<B<mr,0<y<mTecomol<<r,0<i<r,0<E<r 


os senos nas equações acima são todos positivos e portanto 


sena send seny 
a b ér" 

sent 2 sent 
p sen; F 


Voltando para o plano. Vamos mostrar que, no limite, quando o raio da esfera vai 


para o infinito, voltamos ao caso euclideano “TE = sene, 


Demonstração. Se expandirmos o seno pela série de Taylor, com x, = 0 temos 


3! 
Assim 
sena senp 
a GS jo E R dj Do Bo, bb, 1 
! TRTA p 3103 " 55 TTE 


sena x senf 
a 1 (a3 , as a” ) b 1/63 b5 b  ) 
p2 À 31 | 5 Tipt | p2 43! | 5 Tipt | 


Mas, pelo teste da razão, uma série com termo geral da forma k/2n! é 
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convergente. De fato 


k 2n! 1 
Cof ee sz EB quando n — œœ. 


(2n +27)! k (2n + 2)(2n + 1) 

Como esta série é maior, em módulo, para p > 1, que a série com termo 
geral k/(p?".2n!). Assim ambas convergem, portanto existem constantes M e N que 
majoram as séries entre parenteses na equação acima. Assim, ao tomarmos o lim- 
ite quando p — oo em ambos os lados (note que o ângulo a e ő podem mudar se 


mantivermos o comprimento dos três lados fixos), temos 


sena! senfB' 


a b 7 


gue é a lei dos senos no plano. E 


Definição 4.1. Um triângulo esférico AABC é congruente ao AA" BC" se, e somente 


se, é possível estabelecer uma correspondência entre seus vértices de modo que: 


ABS A'B' /BACES /BAC 
ACSAC e ZCBA  ZŒ'B'A' (4.16) 
BC S BC! ZACBES /A'C'B' 


Onde X = X' significa m(X) = m(X”). Como mostra a figura 4.5. 


Z 
FA a S 
Es B a ; 
be Vp=s | 
C q Ve cr N c" MERT 
a RA EEG 
a N ESA b 
B A 


Figura 4.5: Dois triângulos esféricos congruentes 
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Teorema 4.4 (Caso AAA de Congruência). Se os triângulos esféricos A, e Ay 


sobre 58 tem ângulos internos congruentes, então eles são congruentes. 


Z 
Pa b p po as S 
f Ne 
Ed 
— 
| J: 


Figura 4.6: Dois triângulos esféricos com ângulos internos congruentes 


Demonstração 4.4. Usando o corolário da lei dos cossenos nos dois triângulos temos: 


a Cosa + coshp.cosy 
š COR OSTNE ORA OR 


cos— = 
p sen b.seny 
b cosp + cosa.cosy 
cos- = ———————— :; 
p sena.seny 
c cosy + cosa.cosbB 
cos- = ———— — — 
p sena.senb 
e 
"cosa + cosB.cosy 
cos— =D >>: 
p senbB.seny 
b" cosß + cosa.cosy 
cos— = d 
p sena.seny 


cd cosy + cosa.cosf 


p sena.senb 
i ri 1 f? 
Desta maneira, cost = cost, cosè = cost e cost = cos“, mas como o 
ú P p’ p p p p’ 


cosseno é unicamente definido em |0, n| temos que a = a, b = b e c = c portanto os 
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triângulos são congruentes como queríamos demonstrar. 


[| 
Teorema 4.5 (Caso ALA de congruência). Se os triângulos esféricos A, e As 


sobre 58 tem dois ângulos e o lado entre eles congruentes, como na figura 4.7, então 


eles são congruentes. 


Figura 4.7: Dois triângulos esféricos com dois ângulos congruentes e o lado entre eles 
congruente. 


Demonstração 4.5. Pelo corolário da lei dos cossenos, no triângulo de lados a, b e c 


temos 
a cosa + cosf.cosy a 
cos— = => cosa = cos—.sen/.seny — cosD.cosy. 
p senb.seny p 
Utilizando o mesmo corolário, no triângulo de lados a", b" e c temos 
a, cosa! + cosfB'.cosy ; a! ; j j ; 
cos— — ———— —— > cosa” = cos— ..senf'.seny — cosp .cosy. 
p senb.seny p 


Mas ZB S /8B', Ly X Ly eaa, assim 


P a 
cosa = cos—.senfB.seny — cosf.cosy = cosa. 
p 
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De 


Como o cosseno é unicamente definido no intervallo (0,7) temos que a' S a 


e assim, pelo caso AAA de congruência de triângulos esféricos, os dois triângulos são 


congruentes. 


Teorema 4.6 (Caso LLL de Congruéncia). Se os triângulos esféricos A, e As 


sobre S? tem os três lados congruentes, então eles são congruentes. 


Z 


Figura 4.8: Dois triângulos esféricos com os três lados congruentes 


Demonstração 4.6. Pela Lei dos Cossenos 


b 


b — 
p 


cosa — cosp.cosE cos£ — COST .COS 
cosa — cosy = 
b c a b 
sen2.sen£ sent.sen> 
p p p p 


bo 

Pp 

senc.senc 
p P 


cos cost .cos£ 
p p 


cos = 


Assim, como o ângulo entre dois lados de um triângulo esférico é maior do 
que 0 e menor do que T, temos que a, B ey são unicamente difinidos. Desta maneira 
os ângulos entre lados congruentes tem a mesma medida e, portanto, são congruentes. 


Assim A, E As. 
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Teorema 4.7 (Caso LAL de Congruência). Se os triângulos esféricos A, e Ay 


sobre 58 tem dois lados e os ângulos entre estes ladoscongruentes, como na figura 4.9, 


então eles são congruentes. 


Z 
e E 
A la 
Na | 
E | \ 
b N A | 
C c — 
nb ! y 
' ay / 
a / 
Zé A 
Lee / 
B" 5 


Figura 4.9: Dois triângulos com dois lados e o ângulo entre eles congruentes 


Demonstração 4.7. Pela lei dos cossenos, no triângulo A ABC, temos 


b 


cosa — coss.cosE a c c 
cosa = 5 z => cos— = cosa.sen—.sen— + cos—.cos 
sengseng p p p p P 


e no triângulo AA" BC" temos 


1 
cos% — cost .cos$ a! c b c 
cosa = 7 z => cos— = cosa.sen—.sen— + cos—.cos—. 
senő.senő p p p p P 


` 1 7 ; A 
Assim cost = cos" mas, como O < z < T e o cosseno é unicamente definido 


i 1 —— ——— a: é 
neste intervalo, temos 7 E > a = a! > BC S BC" mas, por hipótese os outros dois 


lados são congruentes, portanto, pelo caso LLL de congruência de triângulos esféricos, 
A, E As. 
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Definição 4.2. Dizemos que um triângulo esférico é isósceles se ele tem dois lados 


congruentes. 
Z 
7 A N 
sZ É N 
B e 


Figura 4.10: Um triângulo esférico isósceles 


Teorema 4.8 (Teorema do triângulo isósceles). - Se um triângulo tem dois lados 


congruentes, então os ângulos opostos a estes lados são congruentes. 


Demonstração 4.8. Vamos provar que este triângulo é congruente a ele mesmo, re- 
fletido. Construímos AA'B'C" (na figura 4.11) tal que AB S AB", AC S AC", 
BC S BC" ZBACE/C'A'B', LABC S /ABC e LACB SZAC B. 


Figura 4.11: AA" BC" é uma copia de AABC 
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Por construção: 
ABS AC; 
AC s AB; 
ZBAC S /C'A'B. 
Pelo caso LAL de congruência de triângulos esféricos LABC S ZA'C'B', mas por 
construção ZA'C'B' = ZACB assim, LABC = ZACB portanto, os ângulos opostos 


aos lados congruentes são congruentes. 
E 


Definição 4.3. Dizemos que um triângulo esférico é equilátero se ele tem os três lados 


congruentes. 


Figura 4.12: Um triângulo esférico equilátero 


Teorema 4.9 (Teorema do triângulo equilátero). Um triângulo equilátero tem os 


três ângulos internos congruentes. 


Demonstração 4.9. Em particular um triângulo equilátero tem dois lados congruentes 
e, portanto, pelo teorema do triângulo isósceles, os ângulos opostos a estes lados são 
congruentes. Assim a S B, utilizando novamente o teorema do triângulo isósceles, 


temos que B S y e portanto a S BE 9. E 
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Como os três lados do triângulo esférico equilátero têm a mesma medida, 
podemos nos referir ao triângulo esférico equilátero de lado a, e como os três ângulos 
internos de um triângulo esférico equilátero são congruentes, podemos nos referir ao 


ângulo do triângulo esférico equilátero. 
Teorema 4.10. Seja A, um triângulo esférico equilátero sobre Sa, 


1. Se o lado do A, mede a, então, ângulo a do triângulo é tal que 


cost 
P 


cosa = — E —. 
1 + cost 


2. Se o ângulo de A, mede a, então o lado do triângulo é tal que 


Demonstração 4.10. 


kox A < m pois segmentos de comprimento m sobre uma esfera, ligam pontos 
antípodas (não teríamos um triângulo, e sim um gomo). Pela lei dos cossenos 
cos“ — cos? — cost[1— cos£] cos<[1 — cos5] cos“ 
p p P p p p 


cosa = = = = 
sen? ő hatos (1—cost)(l+cost) 1+ cos$ 


2. 0 ca a mr. Pelo corolário da lei dos cossenos 


cos! — Cosa +costa — cosall+cosa]  cosa[l +cosa] | cosa 
po sen?a — I-costa — (1-—cosa)(1+ cosa) 1-cosa 


Exemplo 4.1. Triângulo esférico equilátero máximo? 


Pelo teorema anterior, usando o fato que o comprimento de qualquer lado 


de um triângulo esférico é um número entre 0 e 7, temos que 


cos? cos" a a a —1 a 27 
= Cosa > —— + 2 —l > cos- > —1—c0s5— => cos- > >-< . 
1+ cos§ 1+ cos p p p 2 p 3 
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Exemplo 4.2. Um triângulo com os três ângulos retos??? 


Seja A, um triângulo esférico equilátero cujo lado mede 5.p, então, pelo 


teorema anterior, 
x 
cos 0 0 


Figura 4.13: Um triângulo esférico com os três ângulos retos 


4.2 Areas de triângulos esféricos 
Teorema 4.11. A área de um triângulo A(a, 8, y) em So com ângulos internos 
medindo a, B ey (como na figura 4.13), é 


A — Pilla 849) — a. (4.17) 


Demonstração 4.11. Seja A a área do triângulo e Aa a área da região complementar 


ao triângulo no gomo. Pelo lema anterior a área do gomo Ga é 


A+ Aa = 2a > A = 2a — Aa. 
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Figura 4.14: Triângulo esférico de ângulos a, 8 e y 


Note que dois equadores definem dois gomos antípodas e os três equadores definem dois 
triângulos antípodas. Seja A (a, B, y) o triângulo antipoda ao A(a, B, y) e Gy o gomo 
antípoda ao gomo Gg, podemos definir um equador H = Ga U G, U Gy — A' (a, B, 9), 


e portanto 
A+ A + Ag +A, =27p', 
consequentemente 
A+ (Zap? = A) + (289º — A) + (2yp? — A) = 2mpº, 
então 


A= p (aF pry: E 
Da onde obtemos a Fórmula de Girard 
atB+y=T+A/p?. 
Note que a área de um triângulo é sempre maior que zero, e assim 
pilar8+y)-7n]>0>(0+8+9)-7>0, 
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que nos dá a famosa desigualdade da soma dos ângulos internos em um triângulo 
esférico 


ED >. (4.18) 


Exemplo 4.3. O triângulo das Bermudas é o triângulo esférico com vértices nas Ilhas 
Virgens Britânicas (18º17'N, 66º28'W), Bermudas (32°19'N, 64º50'W) e no extremo 
sul da Flórida (24º46'N, 80º57'W). Aproximando a Terra por uma esfera de raio 


6400km, qual a área do triângulo das bermudas? 


à Image © 2005 EarthSat 
> 


Figura 4.15: O Triângulo das Bermudas 


Solução: 
Vamos utilizar o mesmo sistema coordenado dos exemplos anteriores. 


A tabela abaixo mostra as coordenadas dos vértices do triângulo esférico: 
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Latitude | Longitude | 0 Y 

Ilhas V. Britânicas | 18717/N | 66°28 W | —1,16radianos | 1,244 radianos 
Bermudas 32°19 N | 64°50 W | —1, 131 radianos | 1,006 radianos 
Sul da Flórida 24°46'N | 80°57W | —1, 413 radianos | 1,138 radianos 


Assim, a distância dı entre as Ilhas Virgens e as Bermudas é 


dı = 6400.arcos(cos(0, 029).cos(0, 238) + 2.sen? (0, 0145).cos(1, 244).cos(1, 006) )km 


dı = 6400.0, 239km = 1532, 3km. 
Assim, a distância də entre as Ilhas Virgens e o Sul da Flórida é 


do = 6400.arcos(cos(0, 253).cos(0, 106) + 2.sen? (0, 1265).cos(1, 244).cos(1, 138))km 


do = 6400.0, 257km = 1648, 29km. 
Assim, a distância dz entre as Bermudas e o Sul da Flórida é 


ds = 6400.arcos(cos(0, 282).cos(0, 132) + 2.sen?(0, 141).cos(1, 006).cos(1, 138) )km 


d3 = 6400.0, 280km = 1792km. 


Pela Lei dos Cossenos o ângulo a, cujo lado oposto liga as Ilhas Virgens 


Britânicas e as Bermudas, é 


1532,3 1648,29 1792 
6400 — 005" 6100 “COS 6400 
x 0,9293 radianos. 


a = arcos 1648,29 1792 


Pela Lei dos Cossenos o ângulo Ő, cujo lado oposto liga as Ilhas Virgens 


Britânicas e o Sul da Flórida, é 


1648,29 1532,3 1792 
6400 — COS -6400 “COS 6400 . 
B = arcos — ő SO CO z 1,0363 radianos. 
sen 5328 con 92 i 
6400 "5€ 6400 


Pela Lei dos Cossenos o ângulo y, cujo lado oposto liga as Bermudas e o 
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Sul da Flórida, é 


cosi — cost cosas | 
B = arcos RE 161875 = 1, 2046 radianos. 
SEN “sao “SEN 00 


Assim, pela equação 4.17 
A = 64002[1, 2046+1, 0363+0, 92933, 1416]km? = 40960000.0, 0286km? = 1171456km?. 


Teorema 4.12. A área de um triângulo A(a, B, y) em 55, com lados medindo a, b e 


cé 
j cost — cost .cos$ cos£ — cos5.cos 
A =p" [arcos Harcos 
b c a b 
send.sens senő.sen 
Š $ E (4.19) 
cos% — cost.cosE 
+arcos T]. 


sent.sent 
p P 


Demonstração 4.12. Pelo lei dos cossenos temos 


5 A cos? — cost.cose 4 
sena=1-—-costa=1-—( 5 7 
sen2.sen£ 
p p 
sen? sen2£ — cos?t + 9cosL.cost.cos£ — cos22 .cos2£ 
= p p p ppp p p 
sen22 sen2£ 
p p 
(1 — cos?) (1 — cos? £) — cos? 2 + 2cos£.cost.cos€ — cos? .cos?£ 
p p p Dep p p 


C 


P 
costs + 2cost.cos 


sen? E .sen2 


b 
Fé 


1 — cos? t — cos? è — cos£ 
p p p 
- i 


sen? ?.sen? 
p p 


Portanto, pela equação 4.17, a área de um triângulo esférico em função dos 


lados é 
3 cos — E08.C0SS cos£ — cosS.cos? 
A =p [arcos Harcos 

b c a b 
sen2.sen£ sen£.sen2 
p p p p 

cos? — cost.cos£ 

p p p 


- arcos z z 
senf.senz 
p p 
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Teorema 4.13. Seja A, um triângulo esférico cujos lados medem a, be c e os ângulos 
opostos a estes lados são, respectivamente, a, B e y, como na figura 4.3, então soma 


dos ângulos internos deste triângulo esférico é 


coss — cos+.cos$ coss — cosS.cos? 
a + B +y =arcos | ——  ———— | +arcos 
b c a b 
sen2.sen£ sent.sen> 
p p p p 
cos? — C055.C085 
+arcos | —— ——  — 


sent.sen£ 
p p 


Demonstração 4.13. Pelas equações 4.17 e 4.19 temos 


5 3 cos 5 — cosŻ.cos$ cos£ — cosS.cos? 
pilla+8+9,) — q] =p“I(arcos | — + | +arcos | ——>— ~ 
sen2.sen£ sent.sen> 
p p p p 
cost — cosd.coso 
+ arcos — )— a], 
sent sent 
p p 
assim 
cos 5 — cos? .cos$ cost — cost .cos? 
a+ B +y =arcos | ——§—— — | +arcos | >>> DO 
b c a b 
sen?.sen£ sent.sen2 
p p p p 
cos? — cost.coss 
+arcos| — LL Lo + 


sent.sen€ 
p p 
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Conclusao 


Para realizar este trabalho, estudei um pouco de cálculo vetorial e de álgebra 
linear e, é claro, geometria esférica, através da qual conheci geometrias não euclidianas, 
a importância dos resultados que encontramos nelas e descobri que não existe uma 
geometria, mas sim geometrias, e que elas dependem da noção intuitiva que damos aos 
termos primitivos, apesar deste trabalho não tratar de forma axiomática a geometria. 

Descobrimos que o surgimento da geometria esférica ocorreu há pelo menos 
2000 anos, motivado por questões religiosas, agrícolas e astrônomicas. Vimos algumas 
de suas possíveis aplicações na navegação e na agrimensura, mas ela tem aplicações em 
várias outras áreas, como, por exemplo, na astronomia quando aproximarmos a Terra 
ou algum outro corpo celeste por uma esfera. 

Também desenvolvemos as ferramentas básicas para tratarmos de problemas 
em superfícies esféricas, tais como, o teorema de pitágoras esférico, a lei dos senos 
esférica e a lei dos cossenos esférica (além de mostrarmos as relações destas com suas 


versões no plano), os casos de congruência de triângulos esféricos e as áreas destes. 
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